Compositio Mathematica 138: 165-188, 2003. 165
© 2003 Kluwer Academic Publishers. Printed in the Netherlands.

Sur quelques représentations modulaires
et p-adiques de GL,(Q,): I
(On Some Modular Representations and p-adics of GL,(Q,): I)

CHRISTOPHE BREUIL*
CNRS et IHES 35, route de Chartres, 91440 Bures-sur-Yvette, France.
e-mail: breuil@ihes.fr

(Received: 26 June 2001; accepted in final form: 17 June 2002)

Abstract. Let p be a prime number and F a complete local field with residue field of charac-

teristic p. In 1993, Barthel and Livné proved the existence of a new kind of Fp-representations

of GL,(F) that they called ‘supersingular’ and on which one knows almost nothing. In this
article, we determine all the supersingular representations of GL,(Q,,) with their intertwinings.
This classification shows a natural bijection between the set of isomorphism classes of super-
singular representations of GL,(Q,) and the set of isomorphism classes of two-dimensional
irreducible F,-representations of Gal(Q,/Q,).
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1. Introduction

Soit p un nombre premier, F un corps local complet pour une valuation discréte de
corps résiduel fini de caractéristique p et F une cloture séparable de F. Il est mainte-
nant connu que, pour £ # p, il existe une bijection ‘naturelle’ entre les classes d’iso-
morphisme de représentations lisses supercuspidales de GL,(F) sur F, et les classes
d’isomorphisme de représentations irréductibles de Gal(F/F) de dimension n sur
F, [8]. On peut méme étendre cette correspondance de fagon a inclure les représenta-
tions semi-simples de Gal(F/F) de dimension n [8]. L’étape suivante consiste a
regarder le cas £ = p et, comme de sérieuses complications sont attendues, a se limiter
dans un premier temps a GL, et aux représentations galoisiennes de dimension 2. La
classification des représentations semi-simples de dimension 2 de Gal(F/F) sur FP a
partir des caracteres fondamentaux de Serre [7] n’est pas difficile. Il y a quelques
années, Barthel et Livné se sont attelés a la tache de déterminer toutes les repré-
sentations lisses irréductibles avec caractére central de GL,(F) sur I_TP. Outre les
caractéres (= les représentations de dimension 1), ils ont trouvé des séries principales
et des séries spéciales qu’ils ont complétement étudiées, et des représentations d’un
type nouveau qu’ils ont appelées ‘supersinguliéres’ et laissées de cOté aprés avoir

*Je remercie Alain Genestier pour de nombreuses discussions durant la gestation de cet article.
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démontré qu’elles étaient toutes quotients d’induites compactes quotientées par
I'image d’un endomorphisme 7 [2] et que leur duale lisse était nulle (résultat non
publié de Livné). Le but de cet article est de faire I’étude compléte des représenta-
tions supersingulicres dans le cas particulier, mais important, ou ' = Q,,. Contrai-
rement a la classification des séries principales ou spéciales, celle des représentations
supersingulieres de GL,(Q,) met alors clairement en évidence une correspondance
naturelle entre ces représentations et les représentations irréductibles de Gal(Q,/Q,)
de dimension 2 sur F,. .
Soit Z le centre de GL,(Q,), r un entier compris entre 0 et p — 1 et Sym'F), la repré-

sentation naturelle de GL,(Z,) (agissant via GLQ)(F ») qu on ¢tend a GLy(Z,)Z
en envoyant p sur l'identité. On note deL .2, )ZS F le F p-espace vectoriel
des fonctions f:GL,(Q,) — Sym’ F a support compdct modulo Z telles que
flkg) = Sym'(k)(f(g)) (g€ GLZ(QP) k € GLy(Z,)Z) muni de laction a gauche
usuelle de GL,(Q,). On peut définir sur cet espace un certain endomorphlsme
GL,(Q,)-¢quivariant injectif 7" (voir §2.6) et considérer, pour 4 € F et :Q, — F
un caractere lisse, les divers quotients:

n(r, A, ) = [(indgtig’:;ZSym’l—T;) J(T— /1)] ® (y o dét)

qui sont lisses et de dimension infinie. Dans [1] et [2], Barthel et Livné ont compléte-
ment étudié n(r, 4, y) lorsque 4 # 0. On regarde ici le cas 4 = 0.

THEOREME 1.1 (cf. Corollaires 4.1.1 et 4.1.4). Pour r € {0, ...,p — 1}, les repré-

=2 . .
sentations (deLzEg”))ZSym' »)/(T) sont irréductibles.

Il s’ensuit d’apres [1] et [2] que les représentations supersingulieres de GL,(Q,)
sont exactement les représentations n(r, 0, ) et que ’on a:

COROLLAIRE 1.2. Les représentations lisses irréductibles de GL,(Q,) sur 1_71, ayant
un caractere central sont les représentations suivantes.

(i) les yodeétou y: Q, — 1_7‘; est un caractere lisse,
(ii) les Sp ® (y o dét) ou y est comme en (i) et Sp la représentation ‘spéciale’ définie
dans [1],
(i) les n(r, 4, ) ou y est comme en (1), r € {0,...,p— 1} et 2 € F)\{—1, 1}.

Soit  le caractére cyclotomique modulo p vu comme caractere de Q) via l'iso-
morphisme de réciprocité (normalis¢ pour que les uniformisantes correspondent
aux Frobenius géométriques), et x_; 'unique caractére quadratique non ramifi¢ de
Q,. Contrairement a ce qui se passe lorsque 4 # 0, les n(r,0, y) admettent entre
elles des entrelacements non triviaux:
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THEOREME 1.3 (cf. Corollaire 4.1.5). Les équivalences entre les représen_tations
supersingulieres de GL,(Q,) sont les suivantes (r € {0, ...,p — 1} et 1:Q, — F:)

TE(V, 07 X) i TC(I’, 0’ X:u—l)
n(r, 0, ) ~nlp—1-—r0, 0"
n(r, 0, ) ~n(p—1—r,0, o u_,).

Soit w,: 1, — 1_7‘; le caractére fondamental de Serre de niveau 2 ou /, est le sous-
groupe d’inertie de Gal(Q,/Q,) et notons ind(w3) pour s € {0, ..., p} I'unique repré-
sentation (irreductible) de Gal(Q,/Q,) sur F, de determinant o’ et telle que
ind(wg)hp: o5 ®wh’. On sait que, pour ref0,...,p—1} et x Q) —~ F;, les
représentations p(r, ) = (ind(w5™)) ® 7 ont pour déterminant "'y’ et épuisent

les représentations irréductibles de G, de dimension 2 sur 1_?‘], avec les isomorphismes:

p(ryy) = p(r, xp_y)
p(r, ) = p(p—1—r, 10"
p(r, 1) = plp—1—r, yo'u,).

On en déduit:

COROLLAIRE 1.4. Il existe une (unique) bijection entre les classes d’isomorphisme
de représentations supersingulieres de GL,(Q,) et les classes_ d’isomorphisme de
représentations irréductibles de Gal(Q,/Q,) de dimension 2 sur F, telle que n(r, 0, )
corresponde a p(r, y) pour tout r € {0, ..., p — 1} et tout caractere y.

Le résultat clef dont on déduit les deux théorémes précédents est le calcul des
invariants de =n(r, 0, ) sous le pro-p-sous-groupe du sous-groupe de GL,(Z,) des
matrices triangulaires supérieures modulo p (Théoréme 3.2.4 et Corollaire 4.1.4). Il
est obtenu par une récurrence descendante sur le ‘diamétre’ dans ’arbre de
SL,(Q,) du support modulo 7" des fonctions f relevant de tels invariants. Il utilise
de fagon essentielle le fait qu'on travaille avec Q,, et il est faux sinon (il semble
qu’il y ait plus d’invariants en général, cf. remarque finale). Du coup, on peut se
demander si les analogues pour F# Q, des représentations n(r, 0, ) ne sont pas
réductibles lorsque F# Q, (il faudrait alors €tudier leur(s) quotient(s) irréducti-
ble(s)). Cela dit, on peut quand méme espérer que le Corollaire 1.4 reste toujours
vrai, i.e. conjecturer 1’existence, pour tout corps F comme au début, d’une bijection
naturelle entre ces quotients irréductibles (i.e. entre les classes d’isomorphisme de
représentations supersingulieres de GL,(F)) et les classes d’isomorphisme de repré-
sentations irréductibles de Gal(F/F) de dimension 2 sur 1_71].

L’article est organisé comme suit: la Section 2 rappelle les notations, formules et
résultats nécessaires a la suite, la Section 3 contient deux propositions techniques
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mais ¢lémentaires qui permettent de déduire le calcul des invariants de z(r, 0, y) sous
le pro-p-Iwahori et la derniére section contient les preuves des résultats de cette intro-
duction.

Signalons qu’on peut étendre la correspondance de I’énoncé 1.4 de manicre a
inclure les représentations semi-simples de dimension 2 de Gal((_)p /Q,) sur Fp(voir la
fin de l’article). La correspondance qu’on obtient est utilisée dans [3] pour prédire
la réduction mod_ulo p de certaines représentations p-adiques de Gal(Qp/Qp) de
dimension 2 sur Q,,.

Signalons également que depuis la rédaction de cet article, Vignéras a obtenu des
résultats de classification sur les modules “‘supersinguliers” sur 1’ algébre de Hecke
du pro-p-Iwahori (voir, e.g., [9]).

2. Préliminaires

2.1. On fixe une cloture algébrique 1_71, de F, ainsi qu'un plongement du corps
résiduel F de F dans Fp. On note ¢ = p/ le cardinal de F, O I'anneau des entiers de F,
w une uniformisante de O et val la valuation w-adique sur F normalisée par
val(@w) = 1. On note G = GL,(F), K = GL,(0), I le sous-groupe d’Iwahori de K, I(1)
le pro-p-sous-groupe de I et Z le centre de G. On a donc:

we d

a b
I(l):{(wc d)el, azdzl(w)},
Z:{(g 2), aeFX}.
On note enfin:
oc:<(1) g) ﬁ:(g é) et WZG é)

On rappelle que f normalise 7 et (1) et que ’on a les décompositions de Cartan:

G=]]Kkzs"KZ = (]_[IZoc"KZ) ]_[(]_[IZBO(”KZ). (1)

neN neN neN

1:{( a b), anX,deOX,beO,ceO},

2.2. Soit A l’arbre de SL,(F) [5]: ses sommets sont en bijection équivariante avec les
classes G/KZ pour l'action a gauche de G. On pose I, = {0} et, si neZ_,
I, = {[A] + @[]+ -+ " [, ], 4; € F} C O ou [-] désigne le représentant multi-
plicatif. Pour n € N et 4 € [, on définit:

0 [ 1 1 0
8n,) = 0 1) 8n,) = o) 't ]
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Ona gj,=1d, g3, =aet:

Bgy . = g iW. )

On a également:

1Za"KZ = | [0 ,KZ et IZBo"KZ = | [2.,KZ.

).61,7 ;LEIIX

D’apres (1), les gg, , et gnl, , forment donc un systéme de représentants de G/KZ:

6= (ugz,mz)u(ug,mz>.

na
Pour n € N, on pose:

S =I1Za"KZ, S} =17Zpa"KZ,

By =1]s0. B, =[]sn.

ms<n m<n
s,=suLIs..  B.=B]]B)

En particulier Sy = KZ [ [ «KZ. Onpeut voir que SO][S}_, (resp. B[ [B,_,)est I'ensem-
ble des sommets de A de distance n (resp. inférieure ou égale a n) de KZ pour la dis-
tance naturelle sur A (cf. [5]). De méme S [[S?_, (resp. B!T[B?_,) est I'ensemble des
sommets de A de distance n (resp. inférieure ou égale a n) de aKZ.

2.3. Soit ¢ une représentation lisse de KZ sur un Fp-espace vectoriel 7, de dimen-
sion finie. On note ind%,o le l_?‘p-espace vectoriel des fonctions /' de G dans V, a
support compact modulo Z telles que f(kg) = a(k)(f(g)) (g € G, k € KZ) muni de
laction a gauche de G: (gf)(g’) =f(g'g). Ces fonctions sont automatiquement
(uniformément) localement constantes. Comme dans [2], pour g € G et v € V, on
note [g, v] I'élément de ind$, o défini comme suit:

[g.v](g) =0(g'g) v sig € KZg™",
[g. vl(g") =0, sig'¢ KZg™ .

On a g([g/,v]) = [gg/, v] et [gk, v] = [g, a(k)v] si k € KZ. De plus, tout élément de
ind%, o s’écrit comme une somme finie >olgiviloug e Geto eV, [2]. Dapres le
§2.2, on peut toujours prendre les g; distincts dans {gg’ »heN,Lel}
U{gnlw neN,lel}. Lécriture ) [g;,v] précédente est alors unique. Soit
fe ind,Gga, on appelle support de f I’ensemble des sommets gKZ € A tels que
flg™") # 0 (c’est indépendant du représentant g choisi). On écrit € S, (resp. B,
resp. SY, resp. S, +S,_,, etc.) si le support de f est contenu dans S, (resp. B,,
resp. 9, resp. S,[[S,_;, etc.). Dans ce cas, on peut écrire f =Y [g;, v;] avec v; = 0
si g;KZ¢ S, (resp. B, resp. SY, resp. S,[[S,_i, etc.).
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2.4. L’algebre de Hecke relativement a KZ et ¢ est par définition EndG(innga). Par
réciprocité de Frobenius, elle s’identifie a I'algébre de convolution des fonctions
¢:G— Ende(VJ) a support compact modulo Z telles que:

p(kygky) = alky) o @(g) o a(ky)

pour k,;, k, € KZ et g € G [2]. Soit ¢ une telle fonction, T ’endomorphisme corres-
pondant de ind%,0, g€ G, ve V, et [g,v] I'élément défini au § 2.3. Alors on a la
formule (cf. [2]):

Tle. )= Y. lgg o ). 3)

¢ KZeG/KZ

On écrit 7(S,,) (resp. 7(S,) + T(S,_,), etc.) pour désigner le sous-l_Tp-espace vectoriel
des fonctions T(f) avec f'a support dans S, (resp. S,[[S,_, etc.).

2.5. On suppose maintenant que le support de ¢ dans G est KZa~'KZ = KZaKZ et
on pose, pour 2 € O, w; = (] _}) € K. On a KZaKZ = (e, 80 ;KD [eKZ (cf. §2.2)
et (g?,)u)_l =wo'w, (A € I;). On déduit alors de la formule (3):

T(lg, o) = ) [gg} ;. oOmp(e " )o(w,)(®)] + [g2, (o )(v)], )

L€l
Pour 0 <m<n, soit [],:1, = I, les applications ‘troncatures’ qui envoient
Z?;OI w'[;] sur Z;’;_Ol w'[4;] si m>1 et sur 0 si m=0. Notons que, si 1€ I, et
Vel alors A+ @") €l,,, et ' +o"el,,. Dans le systétme de représentants
du §2.2, Ia formule (4) s’explicite comme suit:

Sin>letuel,;
(g ) = Y [0t i oW @(@ o (w)(0) ]+

el

+ (g1, OOV )R ()], (5)

T(gn e D) = > [t petamis @ Do (w,w) )]+

€1}
+ (g1, 00 D o) (©)
Sin=0:
T([1d, o) = Y (8} ;. a(w)p(e Yo (w)(W)] + [, ()], (7)
J€l
T(l, o) = ) _[g 5 (@ Nalw,w)(©)] + [1d, s(w)p(a)a(w)(®)]. ®)
Ael)

Downloaded from https://www.cambridge.org/core. King's College London, on 03 Aug 2020 at 14:42:24, subject to the Cambridge Core terms of use, available at https://www.cambridge.org/core/terms.
https://doi.org/10.1023/A:1026191928449


https://doi.org/10.1023/A:1026191928449
https://www.cambridge.org/core
https://www.cambridge.org/core/terms

SUR QUELQUES REPRESENTATIONS MODULAIRES ET p-ADIQUES DE GL,(Q,): 1 171

Bien siir on passe des formules pour gg, . @ celles pour g,}, . en appliquant f8 des deux
cotés du signe = puis en utilisant la formule (2) et le fait que w? = Id.

2.6. On suppose maintenant que o est I'une des représentations o¢; suivantes:
F=(0,..., r)€{0,....,p— 1}/ et o: est 'unique représentation de KZ dont I’espace
sous-jacent est:

= (Sym"F,) @ (Sym"F;) @ - @5, (Sym'F,)

telle que o7(7 °) =1Id et,si(* ") ek:

0 o c d

a b a b a b al bl
G’<c )(vl® ®Uf):(c d)vl®<cp d,,)vz®---®<cq d‘1>vf

. . =2 ) Sy
ou K agit sur Sym"F, via 'action naturelle de GL,(F) sur F,, (noter que la définition
des o; fait intervenir le choix de @). A torsion pres par les caracteres, les g; donnent
toutes les représentations lisses 1rreduct1bles de dimension finie de KZ sur F [2]. On
identifiera dans la suite Sym'’ /F avec le F p-espace vectoriel @ ' 0 pr] y_/ des poly-
nomes homogenes de degré r; en les varlables x; et y; avec l'action a gauche de K

donnée par:

b =i ri—i i
<a. d) x|y =(ax;+ cy)(bx; + dy)).

c

2.7. D’apres [2], il existe une unique fonction ¢: G — End; (V _) & support dans
KZu'KZ telle que  o(kja k) = a;(ky) o p(a™!) o Ga(ky) (kl, k2 €KZ, geG)
et @) =U, ® - ®U, ou U, €Endg (Symsz) est défini par U, (x yj) =0 si
i#r et U, (y )—yj On note T loperdteur de Hecke corresponddnt (cf. § 2.5)
et, pour Py eF,, 1ndKZa,/(TT A) la représentation conoyau du morphismeﬁG-
équivariant injectif ind%,0: —> ind%,0:. On note aussi, comme dans [2], 0=
,...,0), f) —I=@-1,....p—Detp,: F* — F le caractére non ramifié p,(x) =
)‘”‘l(") (L e F ). Le theoreme suivant résume une partle des résultats de [1] et [2]:

THEOREME 2.7.1. Soit 7 € {0, ... p—1et g FX - 1_?; un caractere lisse.

(1) Tout quotient irréductible de (deZa,) ® (yodét) est un quotient (irréductible) de
1ndK7U /(T ) ® (x o dét) pour un certain 1 € F
(i) Si A€ F alors ind ¢ ol /(T — 1) ® (yodét) est irréductible si et seulement
si (7, i)gé{(O £, (p—l £}
(iil) Si (F,4) € {(0 +1), (p—l +1)}, alors 1ndKZJ /(T — ) ® (x o dét) est de lon-
gueur 2, de semi-simplifiée isomorphe a (yu,; o dét) ® (Sp ® (yu, o det)) ou Sp
est une représentation lisse irréductible de G appelée représentation ‘speciale’.

Downloaded from https://www.cambridge.org/core. King's College London, on 03 Aug 2020 at 14:42:24, subject to the Cambridge Core terms of use, available at https://www.cambridge.org/core/terms.
https://doi.org/10.1023/A:1026191928449


https://doi.org/10.1023/A:1026191928449
https://www.cambridge.org/core
https://www.cambridge.org/core/terms

172 CHRISTOPHE BREUIL

(iv) Les seules équivalences entre les représentations irréductibles en (ii) et (iii) sont les
suivantes: (r, )¢ {(0, £1), (p — 1, £1)} (avec 4 € F;) et:

ind{,0; ind%, o
T-2 ® (1 o dét) ~ T+D LR (1 | o dét),
ind% 0. - ind%,o-

p—1 . LN~ KZ%¢ . .
T—n ® (y o dét) ~ T-D ® (x o dét).

(v) Il n’y a pas d’équivalences entre les représentations irréductibles en (ii) et (iii)
et les quotients irréductibles de indiza;/(T) ® (y o dét) pour toutes valeurs de r
et y.

DEFINITION 2.7.2 ([2]). (i) On appelle séries spéciales les représentations
Sp ® (y o dét).

(i1) On appelle séries pr1n01pales les représentations 1nd,<Za,/(T A ® (y o dét)
pour 4 € F et (r, A) ¢ {(0 +1),(p— 1 +1)}.

(iii)) On appelle représentations supersinguliéres les quotients irréductibles de
ind%,0-/(T) ® (x o dét) pour 7 € {0,...,p— 1}/.

Dans [2], il est également démontré que toute représentation lisse irréductible de G
sur 1_71, admettant un caractere central est soit un caractere, soit une série spéciale, soit
une série principale, soit une représentation supersinguliére. En dehors du cas
F=Q, qui fait 'objet de cet article, rien n’est connu (outre leur existence [2]) sur
les quotients irréductibles de ind$,a./(T).

3. Invariants Sous Le Pro-p-Iwahori

On suppose maintenant F = Q,, et @ = p. On fixe r € {0, ..., p — 1} et on note g, 2du
lieu de o; la représentation de KZ définie au §2.6. On identifie V, = Sym’F a
D, F X'yl comme au §2.6. On note également ¢ la fonction deﬁme au§2.7et T
loperateur de Hecke associé. Dans la base (xX"7'y'),_;_,, ¢(a~') est donc donné
par la matrice:

0O ... ... 0

31
LEMME 3.1.1. Soit v= Y"1, e’y € Sym'F, et A € I, on a:
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o, (W o, (w;)(v) = (Z C,-(—i)i)x " ©)
i=0
9 ), 0r,)(0) = (Z c,-(—ﬂo""‘)y". (10)
i=0
Démonstration. Calcul. |

COROLLAIRE 3.1.2. Soit ve Sym"l:“/z) tel que a,(w)p(a")a,(w,)(v) =0 (resp.
oo Yo, (w,w)(v) = 0) pour tout i € I, alors v = 0.
Démonstration. On utilise 3.1.1 et le fait que, pour 0 < r < p — 1, la matrice:

0 0
1 ... 1
2 22 2"
1 r 2 '

est inversible modulo p. On peut aussi dire qu’un polyndéme de degré <p — 1 quiap
zéros est nul. [

COROLLAIRE 3.1.3. La représentation indgzor/(T) est de dimension infinie.
Demonstration. Sinon, il existe N> 0 tel que tout f € ind$ o, est dans By+
T(ind,gzor). Considérant f'= [ggo, V" pour n> N, on a f— T(h) € By pour un
h € ind$,0,. Par les formules du §2.5 et le Corollaire 3.1.2, cela entraine que
doit étre a support dans B,_; et que les termes de f'— T(/) a support dans B, doivent
tous étre nuls. Un examen des formules (5) et (9) montre que cela est impossible. []

Remarque 3.1.4. Dans [2], il est démontré que indgza,,, en tant que l_i‘,,[T]—module,
est libre de rang infini, d’ou en particulier le corollaire ci-dessus.

LEMME3.1.5. SoitneN,n=1,uel,_;,c(X) € Fp[ﬂ de degré < r et posons S°, =
Sg et S1, =82, alors:

Z C(i) [gg,u-&-p”*‘).’ xr] € T(S 271) + ngb
A€l

Z c(i)[gnl,uwtp”*‘).’ yr] € T(Snl—l) + S;11—2'
2el}

Démonstration. La deuxiéme assertion se déduit de la premiére en appliquant f.
Si ¢(X)=Y"I_,¢; X', alors, on vérifie a partir des formules (5), (7) et (9) que:
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Z [gg,ﬂﬂ,nw c(A)x"] — T([gg,l,#, ie,—(—l)’k”@’}) es?,
i=0

A€l
d’ou le résultat. ]
LEMME 3.1.6. Soit f: F, — 1_71, une application quelconque. Alors il existe un unique
polynome «(X) € F,[X] de degré inférieur ou égal d p — 1 tel que c(4) = f(2) pour tout

. €F,.
Démonstration. 11 s’agit de trouver (qg, ..., a, ;) € Fg tel que:

p—1 )
Y @i =f) VieF,
i=0

L’existence et I'unicité découlent du fait que la matrice:

1 0 0
1
1 2 22 201

1 p—1 (p=1> ... (p—1y"!
est inversible modulo p. O

LEMME 3.1.7. Soitie{0,....p—1}. On a:

DA =0 si i#p-1,

2€F,
YoA=-1 si i=p-1
/€F,
Démonstration. Triviale. O

LEMME 3.1.8. Soit (1, 4, 4,) € F,, alors:

[Zo] + plAy] + p*[2a] + 1

+ 0+ Py (2] ()

P _ 14
E[AO+1]+p[Al+}“O+1 p(i”l)]

ou P, (X) est un polynome de degré p —1 et de coefficient dominant -+ 1=
(4o + D")/p.
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Démonstration. Calcul sur les vecteurs de Witt W(F,) =Z, Voir [6] par
exemple. O

3.2. On définit X0 =[Id, x'], X§ = [0, )] et, sin € Z_:

0 _ ar+1r. 0 r
Xo = Z Z’“ [gn,wrp"“l’x]’

uel, | Jel;

X! = Z Zi’*l[giwpnfu,y’].

uel, | Jel;

Ona X! e SY, X! e S!etpX) =X pourtoutneN.Si (“ ) € KZetve Sym"l_?‘;,

Cd
on écrit (¢ )v pour a,(* )(v). e

PROPOSITION 3.2.1. Supposons r < p — 2 et convenons que S°; = S}, S', = S et

S =S8,y Soit neZ_y et f, un élément de ind$ o, tel que f, €S, et gf, —f, €
T(ind%,0,) + B, Vg € I(1). On a alors:

() &f, —f, € TS, 4 5,2 Ve € (1)
(i) il existe (c°, c') € F, tels que f, — AXY— X e T(S,_ )+ S, .

Démonstration. (1) Comme gf,, — f, € S, pour g € I(1), en regardant les supports
des fonctions et d’apres le corollaire 3.1.2 et les formules du §2.5, on voit qu’on doit
avoir gf, — f, € T(B,_,) + B,_ pour tout g € I(1). Comme T(B,_,) C B,_;sin>=2,
on a gf,—f, € 1(S,_;) + B,_;. En regardant encore les supports, cela entraine
& =1 € T(S,_1) + S,

(i) On écrit £, =12 + 1} ou £ est a support dans S et f! a support dans S,.
Comme (1) préserve SO et S}, T(S% ) c SIUS? , et T(S ) cSIUS!,, ona
gV —fleT(SYN)+S%, et gfl —f1 e T(S! )+ S], pour tout g € I(1). 11 suffit
donc de montrer f4 — X9 e 7(S° )+ S° , pour un ® € F,, I'égalité analogue
pour f! s’en déduisant par le méme raisonnement appliqué a p! /! en remarquant
que p~' normalise /(1). On écrit donc /0 = > e lgn; v] ot vy € Sym'F2. Un
calcul donne (en utilisant 3.1.8):

1 p 1 1
[gh vl = [gns. vl = | &ns v =0 |,
0 1 0 1

1 pn—l . .
0 1 (.25 V2] — [&ni,, 02, ]

1 ;“Z—l +1- (/ln—l + 1)17
= gg,m, p Uy =0
0 1

441
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176 CHRISTOPHE BREUIL
ou:

dr = Vol + L]+ 4" [y +1]
si:

A=l +pla]+-- 40" 2] (4 €F)).

Draprés 3.1.1 et ’hypothese, on doit donc avoir pour tout A € I,

11 -
<O 1>v;v—vi € F,x', (11)
1 Ay +1 =Gy £ D7 .
) v, — v, € Fx' (12)
0 1

L’égalité (11) entraine v; € F,x" +F,x'"!y et, en notant v, = ¢;x" + d,x" "'y, I'égalité
(12) entraine:

A+ 1=( + 17
p

(C/l —¢,, td, )xr +(d, — d;lﬂ)xr_]y € l_T'px".

Donc d; —d; =0 et d; ne dépend que de [4],_; et pas de 4,_;. Fixons [],_; et
notons d; = dp; et ¢; = ¢y (4,-1) que 'on voit comme un polynéme en 4,_; de
degré¢ < p—1 par le Lemme 3.1.6. Les formules (5), (9) et le calcul précédent
montrent que:

A4+ 1 =y + 1Y
v, Gam1) =y, ey £ D+, l » 1ol

est un polynéme en 7, ; de degré r. Comme ¢y (4,-1) — ¢, (4,—1 + 1) est un
polynéme en 4,_; de degré <p—2etcommer<p—2:

1=y + 1Y
p

[21i1

doit €tre aussi de degré <p—2, ce qui oblige dj;; =0. Donc ¢ (4,-1)—
cyy, (A1 + 1) doit étre de degre < r, ce qui force ¢ (4,-;) de degré <r+1.
Changeant de notations, on peut donc écrire:

f}? = Z Z [gg,wrp"*‘).’ Cu(i)xr]

uel, | el
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avec ¢,(X) € F,[X] de degré <r+1. Modulo T7(S;_,)+S;_,, on peut supposer
c, (1) = cﬂ/lr+1 par le Lemme 3.1.5 ou ¢, € F, ne dépend que de u. Donc:

=Y e Y g i X ] € TS )+ S

uel,y i€l

et on peut remplacer /9 par la double somme. Il reste & montrer que ¢, est indépen-
dant de p. Soit € I,_,, les termes dans (; %)/ —f? a support dans les classes
KZ(g" ,u+p""i)_1 pour / € I, sont:

+17,.0 -
(o= ) D A EN s X

A€}

Mais la condition (, %)/ —f? e T(SY_,) + S_, entraine (formules (5) et (9)) que
(co — cﬂ)/lrﬂ est de degre r en /, ce qui force ¢y = ¢,. Comme ceci doit €tre vrai
pour tout u € I,_;, on voit que la constante ¢’ = ¢, convient. O

Remarque 3.2.2. Pour r = p — 1, il y a un énoncé analogue a 3.2.1 a condition de
remplacer Xj (resp. X,}) par 3, [gn ;X ~*¥] (resp. 3, [g, ;» X" ~*]). Nous n’en
aurons pas besoin.

PROPOSITION 3.2.3. Supposons r <p—2 et soit f€ind$,0, tel que gf —f€
T(ind$,0,) pour tout g € I(1), alors f € T(ind%,0,) + B,.

Démonstration. Soit n € N maximal tel que S, N Supp(f) # @. On suppose n = 2
sinon c’est fini et on traite d’abord le cas n > 3. On écrit /=) f; ou f; est a
support dans S;. On a:

g(fy) — 1o +8(fum) = fuor + 8(fu2) — fuz € T(B,_y) + B,_5.

En examinant les supports, on voit que g(f,,) — f,, € T(B,_1) + B,_; et g(f,_1) — fu_1 €
T(B,_») + B,_, pour tout ge I(1). Par le (ii)) de la Proposition 3.2.1 appliqué
a f,, quitte a modifier f,_,, on peut supposer f, =X +c'X!. Par le (i) de
la Proposition 3.2.1 appliqué a f,_,, on a g(f,_,) —f._1 € T(S,_,) +S,_3, d’ou:

8(fy) —Ju +8(fy=2) =fu—z € T(B,_1) + B, 3. (13)

Soit 4 = [Ag] + plA]+ - - -+ p"'[4,_,] € I,, un calcul donne:

L p" 2\ o _ o (1 *
(0 1 )gn,)._gn,}' 0 1

ou * € Z, et

By . ol Aot 1=y + 1Y
=D+ pla) -+ "y + 1]+ p ll:/“n—l+ 2 s }

p
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(cf. Lemme 3.1.8). D’ou, en changeant de notation:

1 n—2 ’
(O pl )XS - X, = Z ZC#(Z)[gS'HPHA,x ]

uel,_y i€l
ou:
(U — VP + 1= N

C;L(X) = (X_ n-2 » 2 —x! € FP[X]
si = [uo] + plpg] + -+ + p"?[w,_»]. On déduit des formules (5), (9) et du Lemme
3.1.7:

n—2

(6 7 )-x-remsty

ou:

r (:u'n— - 1)p + 1 - :u'p_ r
Y=(=)(r+1) ) = 2202 s (Ham2X + )]

uel, p
. A=1Y+1-=-77 .
e Y @, I Gy,
nel,_» /€F, p
=)0+ Y [gha v + X)), (14)
uel,

* étant un polynéme homogéne en x et y de degré r — 1 (nul si » = 0). On a donc, en

appliquant (13) a g = ((l) ”"{2 :
oy (L 7 - T(B B, ;+S)
4 + 0 1 f11—2 fn—2 € ( 11—1) + n—3 + n-

Un examen des supports montre (via le Corollaire 3.1.2) qu’on a en fait:

0 1 p?
C Y—i—(o 1

) 2 —for € T(S,_) + T(B,_3) + B,_5 + S,

Les termes a support dans les classes KZ(ngZ’ u)_l (1 € I,_,) qui apparaissent dans le
membre de droite proviennent de 7(S° ;) C T(B,_3). Les formules (5) et (8) (avec le
Lemme 3.1.1) montrent qu’ils sont somme de [ggfz’#, v,] pour des v, dans pr". Pour
le membre de gauche, les termes a support dans KZ(gsz’ H)f1 provenant de
(é 1’"172)]",,_2 — f,_» sont de la forme:

1 n—2 1 1
<0 pl )[gfol—lw Uu] - [gg—lw Uu] = |:g2—2,u’ <0 1)”# - Dﬂi|
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"R iy, 1 — =i
pour des v,dans@’ iy Supposons r>1,alors () v, —v, € @IOF,,\ yi. Les

0 -
(g2, U apparalssant dans ¢’ Y doivent donc aussi vérifier v, € @ L La for-

mule (14) force ¢® =0. Supposons r=0. Un calcul montre qu alors (1) ”1 )
Jnea —faer =0 puis Y = T([Id, 1]) [o,1] si n=3 et Y = T( uel, s 0 30 1) st
n>4. Ceci ne donne rien sur °. On fait alors agir (]J € I(1). Un calcul

analogue a (14) utilisant les Lemmes 3.1.8 et 3.1.7 montre que

(8 ”"{3)X2 — X0 - YeT(s ) o

_ (=1 +1=p0_s ¢ 0 _ O=1Y+1=2" ¢ 0
v= ) R lnae U= )0 ) g s 1]

Hel, nel, 3 i€l
et
1 n—3
Y+ (0 7 )fn—z —fya € TS\ + T(B,s) + By + 5.
Ecrivons:
Sor= Y D DI i U+ foa
uel,_3 el

avec ¢,(X) € l_Tp[X] de degré <p—1(Lemme 3.1.6) et f! , € S! ,. On obtient donc:

1Y+
3 Z( L cﬂ(i_n—cﬂ(z))[ggMﬂ,w, 1]

uel,_3 i€l
€ T(B)_3)+ B, 3+ S, +S,»
Un examen des supports et la formule (5) montrent que le polyndéme:

CO(X—I)”+1—X7’
4

o, (X = 1) —c,(X)=="X"""+ P(X),

ou P(X) est de degré < p — 2, doit étre constant. Cela force encore ¢’ = 0. Finale-
ment, dans tous les cas on a ® =0 et f=c' X! +f,_, +f,_, +etc. En appliquant
le raisonnement précédent a f7'f (qui vérifie encore gf~'f— p~'f e T(ind%,0,)
pour tout g € I(1) puisque B‘l normalise (1)), on obtient de méme ¢' =0, d’ou
f = 0. Par récurrence descendante sur le support de f modulo I'image de 7, on est
ainsi ramené au cas n = 2. Comme précédemment, on écrit alors f=f, +f; +/;
avec pour tout g € I(1):

g(fr) — fo +g(f) —fi + gthy) — fo € T(B)).

Par le (ii) de la proposition 3.2.1 appliqué a f,, quitte a modifier f; on peut supposer
f> =X} + ' X}. Le méme calcul que pour n > 3 donne (; |) Xy — X9 — Y e T(SY)
ou Y = (=1)(r + D[Id, y" + x()], * étant un polyndme homogéene en x et y de degré

r—1 (nul si r =0). On a ainsi:
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COY+((1) Dfl‘fﬁ((l) })ﬁ)—ﬁ)GT(Sll)+T(SO)+S§.

Les termes a support dans la classe KZ qui apparaissent a droite proviennent de
T(S}) C T(S,) et leur somme est encore de la forme A[Id, x'] pour un 1 € Fp. Les
termes a support dans la classe KZ qui apparaissent a gauche proviennent de Y et
de (5 1)fo—Jo. Pour (5 1)fo—fo, leur somme est de la forme [Id,s] avec
vE @;& F,x"~'y" et le méme raisonnement que dans le cas n > 3 pour r # 0 fournit
® =0, puis ¢' =0 ce qui achéve la preuve dans ce cas. Reste le cas r = 0, mais un
calcul montre que (; ,)lg!,. 11— [g!,. 11=0 pour tout A€ I;. Donc (; |)f; —f;
est a support dans S). Comme dans ce cas ((1) })fo —fo =0, on obtient
AY e T(SH + T(Sy) + S5 + S avec Y =[Id, 1]. Un examen attentif des supports
montre que cela entraine ¢ = 0, puis ¢! = 0 en remplagant / par f~'f. Ceci achéve
la preuve. O

THEOREME 3.2.4. Supposons r < p — 2 et notons [Id, x"] (resp. [o, y']) l'image de
[1d, x'] (resp. [, y']) dans ind%, 6, /(T). On a:

( ind$,0,

nm .
=F|[Id, x|®F,/« 1]
T(indgza,)) ol ] ol ]

Démonstration. 11 est d’abord clair que la famille ([Id, x'], [, »']) est libre sur F,
(aucune combinaison linéaire de [Id, x'] et [, )] ne peut étre dans "image de T pour
des questions de support). Soit f€ indgzo,. tel que gf —f e Tl (indgzo—r) pour tout
g € I(1). Par la Proposition 3.2.3, quitte a modifier f par un ¢lément dans I'image de
T, on peut supposer que f est a support dans B;. Par la Proposition 3.2.1, quitte a
modifier encore f par un tel élément, on peut écrire:

=X+ x4+ 1d, 00 + [o, 0']

ou (%, c') e 1_7,3 et (1°,v") € V2. Un calcul donne en utilisant les formules (7) et (9):

1 1
XP = x) =Y (- D) =g, X
0 1 rel; ’

_ T([Id, (—1y! ; ("?‘)xr"'yi]> G VAR GERbI

Par hypothese, (; |)f—f € T(Sp). Comme (; 1)[e, v']— [x, v'] = 0, on obtient:

0 1 , L1\ i1 iyl L 1Yo 0] _ 7
— O, (=1) (r+1)y]+<0 1)c=)(1—c)(1+[1c1,(0 1>v—v]_T(fO)

Downloaded from https://www.cambridge.org/core. King's College London, on 03 Aug 2020 at 14:42:24, subject to the Cambridge Core terms of use, available at https://www.cambridge.org/core/terms.
https://doi.org/10.1023/A:1026191928449


https://doi.org/10.1023/A:1026191928449
https://www.cambridge.org/core
https://www.cambridge.org/core/terms

SUR QUELQUES REPRESENTATIONS MODULAIRES ET p-ADIQUES DE GL,(Q,): 1 181

ou fo = [Id, W] + [o, w'] € Sy (W, w!) € V7). Comme il n’y a pas de termes & sup-
port dans les classes KZ(g?’A)f1 (4 € I}) dans le membre de gauche, il n’y en a pas
non plus dans 7(fy), ce qui entraine w’ =0 par la formule (7) (et le Corollaire
3.1.2). Mais comme dans T([o, w']) il n’y a pas de termes a support dans la classe
KZx', ona o, (=)' (r 4+ 1)y"] = 0 d’ott ¢° = 0 puisque r < p — 2. Le méme rai-
sonnement appliqué a f~'f donne ¢! =0. On a donc f=[Id, °] + [0, v'] et
g([Id, 1°] + [o, v']) — [1d, 1°] — [«, v'] € T(S,) pour tout g € I(1). Cela entraine facile-
ment g([Id, 1°]) = [Id, 1°] et g([o, v']) = [, 0'] ie. o° € VAV et o,(w)(®') € VAV soit
finalement v° e pr" et vl e l_pr". ]

Remarque 3.2.5. Le théoréme 3.2.4 est encore vrai pour r=p—1 comme
conséquence de I'entrelacement entre ind,(zzoo/(T) et indgzop_l /(T): voir section
suivante.

4. Preuve Des Résultats Principaux

4.1.

COROLLAIRE 4.1.1. Supposons r<p—2, la représentation indgzar/(ﬂ est
irréductible.

Démonstration. Soit V C ind%,0,/(T) une sous-G-représentation non nulle.
Puisque (1) est un pro-p-groupe, V' =£ 0 (cf. [1] par exemple) et par 3.2.4, il existe
(@ chHe F;\{(O, 0)} tel que °[Id, x'T+ c'[o, "] € V. Si ® =0 (resp. ¢' = 0), alors
V= indgzar/(T) puisque [o, y"] (resp. [Id, x"]) engendre indgzo—r (car o, est
irréductible). Supposons ¢® # 0 et ¢! # 0. Quitte a renormaliser, on peut prendre
" =1.8ir#0,soit 2 € F; tel que 2" # 1. On a:

<(1) [2])([1‘17 ¥4y eV

soit:

[Id, X7+ V' [a, y] € V,
[d, X7+ o,y e V

d’ou on déduit [«, )] € V. Donc on a encore V = indgzar/(ﬂ. Sir=0, pour 4 € [,
soit g, € K tel que g,0KZ = g(l)y,.KZ. On a:

I+ 0+ ) g [d 0+ 1) eV
A€l

soit:

(p+ D[Id, 1]+ ¢! (er Z g} . 1]) =[d, 1]+ 7T[Id, 1)) =[Id, 1] e V

A€}
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et V' est encore tout. ]

Soit w: Q, — l_?‘; le caractere lisse défini par w(p) = 1 et w(x) = X si x € Z7 (X est
la réduction modulo p de x).

PROPOSITION 4.1.2. Soit r€{0,...,p—1}. La sous-KZ-représentation o, de
indgzap,l,,/(T) ® (0" o dét) engendrée par I'image de [o, y*~'7"] est isomorphe d o,.
Démonstration. Soit p“c Z el et A€ I;\{0}, un calcul donne (dans la repré-

sentation (indgzap,l,,) ® ("o dét)):

a b ) o a pb )
p—1—r —a'd p—1—r
<pc d>[“’y ! [“’(e d)y }

= ',y

10 0 —i' A
(el (373 )]

.0 —1—r
= (_i) [gl,/l_]’ x? ]
wloe, 77T = (=1 [gd o, X7

Comme K = Hle[ (1 O)IHWI o, a donc pour espace V, sous-jacent I'image de
@Aell p[gl X TTOF o,y 1=r]. Supposons d’abord r =0, il résulte de la
formule (7) et des Lemmes 3.1.1 et 3.1.6 que:

DF,leh . 11 € TS + Fy )

L€l

et V% est de dimension 1, engendré par I'image [o, y?~'] de [o, *~!]. Donc oy est un
caractére (dét)’ pour un s e {0,...,p—2}. Mais comme [/ agit trivialement sur
[or, y»~1] (cf. formule (15)), on a s =0 et o, = g,. Supposons maintenant r # 0 i.e.
p—1—r<p-—2 Soit fe (1ndKZ _1-) ® (0" 0 dét) de support dans S et non
nul. Pour des raisons de support, on a:

7E S E ) x4 F oy ] T(S))

A€l

On en déduit:

Vo, N (FP[Id, xP=1=r @ Fp[oc, 1) = F[o, pr= 1]

et donc, d’aprés 3.2.4, V[(l) Fp[oc yp-l- ~']. Soit 6} C g} une sous-K-représentation

non nullee. On a 0 7é VI(,,') C V[(]) F [0, »~1=7] ce qui entraine VI(,l)
p[ac w=1-7], donc ¢/ ~ 0. pulsque F Lo P~ I-] engendre ¢. La representatlon a,

est donc irréductible. Soit ¢(c0) € F et (c(4);er, € Fp D’apres la formule (7) et les

Lemmes 3.1.1 et 3.1.5, on a c(oo)[oc w1 +ZA€, c(Dlg) ;. 11 e T(Sy) si et
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seulement si le polynéme en X associ¢ a (c(4)),;, par le Lemme 3.1.6 est de degré
<p—1—retac(oo) comme coefficient de X?~!=". Comme I’espace des polyndmes
de l_i‘p[X | de degrée <p—1—r est de dimension p—r, on obtient dim(V,) =
p+1—(—r)=r+ 1. La classification des représentations irréductibles de dimen-
sion finie de K sur l_Tp (voir [2]) force alors o). >~ ¢, ® (dét)’ pouruns € {0,...,p — 2}.
L’action de (‘6 ?) € I sur [a,)?~!1="] montre qu’on doit avoir s =01i.e. o, ~0,. []

COROLLAIRE 4.1.3. Soit r€{0,...,p— 1}, il existe un (unique) isomorphisme
G-équivariant.

il’lle(ZO'r ~ dez

v T(ind{a,) T (dez —1- ;)

® (a) o det)

tel que W, ([1d, x'T) = [o, pr=1-"].

Démonstration. 1l résulte de la Proposition 4.1.2 et de la réciprocité de Frobenius
[2] qu’envoyer [Id, x'] sur [, y»~1-] induit un morphisme G-équivariant surjectif:
ind%,o, ,

i O
D ' ® (" o dét).

Supposons d’abord r¢ {0, p — 1}. Par 4.1.1:

L dG
Y, indg 0, —>

ind%, o [

(ﬂ

est un quotient irréductible supersingulier de ind%,a,. D’aprés le Théoréme 2.7.1, y,
se factorise forcément par indgzar/(T) qui est encore irréductible, d’ou le résultat
dans ce cas. Pour r =0, on a:

. ® (0" o dét)

Vo (T4, 1) = v (1 11+ Y Lt . 1)

A€l

= Bro([d. 1) + D gl (1. 1])

2l

el 0

= [Id, x> 1] [Id > Gx+yy- }

A€l

= [Id, x> 1] |:Id ZA” Nxr- 1:| 0,

L€l
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donc ¥, se factorise par ind,G(Zao /(T) qui est irréductible, d’ou le résultat dans ce cas.
Pour r = p — 1, on remarque que ¥, _; = 1//61. O

COROLLAIRE 4.1.4. La représentation indgzap_l/(T) est irréductible et:

(indﬁzop_l
(1)

m i
) =F,[Id, x»"']® F [, yr~1].

Démonstration. Découle de 4.1.1 et 4.1.3. [

Rappelons (cf. [2]) que pour tout r € {0,...,p — 1}, on a:

ind,s, ~ ind%,0,

(1) (1)

[g. vl > py (dét(g))lg. vl-

® (u_y o dét)

COROLLAIRE 4.1.5. Les seules eéquivalences entre les représentat{ons super-
singulieres de GLy(Q,) sont les suivantes (r € {0,...,p— 1} et y: Q) — F;)

. dG ) ) - : dG .
K2 @ (0 dét) —> —KZOr @ (4 o dét),
I(indgz0,) I(indgz0,)

ind%.¢. .~ ind$y0, . s
M ® (x o dét) — .Lpl' ® (yo' o det).

G G
T(ind%,0,) I(indgz0,_;_,)

Démonstration. On a déja construit de telles équivalences, il s’agit de montrer

quil n’y en a pas d’autres. Soit (r, ) € {0,...,p — 1}% et y, ¥ deux caractéres tels
que:
ind%,0, . ind$ye. o,
— 2L (yodét) > —="—Q (¥ odét).
(7 (1)
Quitte a tensoriser par y~' o dét, on peut supposer y = 1. On écrit ¥’ = uyw* ou
N e F; et s €{0,...,p—2}. L¢galit¢ des caractéres centraux entraine o’ =

e dou J*=1lie 2 e{—1,+1} et on est ramené a:

ind{,0, _ind% 0,

on D
avec s € {0,...,p — 2}. Notons que pour p =2 cela achéve la preuve. Supposons
p#2 dans la suite. D’aprés 3.2.4, on a [Id, x']— ¢[Id, x"]+ ¢'[o, "] pour

(@ chHe 1_712,. Sig= (;’C bd> el on a:

® (" o dét)
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glld, v] = aTld, . glld. v ] =" d[0d,x] et goyl=a'd "]

Sic®#£0etc! £0, cela force @ =a ™'d 7 cf pour tout (a, d) € (FX) ce qu1
entraine s =0 et (r,r) € {(0,p — 1), (p—l 0)}. Si ¢! =0, cela force a —a’+ d
qu1 entrame s=0etr=r ou(r,r)e{0,p—1),(p—1,0)}. Si =0, cela force
a=a a/ qui entraine ' + s € {0, p — 1} et soit s = r soit (s',r) = (0,p —1). Si
45 =0,alors sy =0, ¥ =0etr=0o0our=p—1.Sirr+s5=p—1cet s =0,
alors ¥ =p—1letr=0our=p—1. Enfin,si+5=p—1ets #£0,alors s =r
etry=p—1-r. O
4.2. On note G,= Gal((,_)p/Qp), I, son sous-groupe d’inertic et on normalise
I'injection du corps de classe local 1: Q; — G;b de telle sorte que les uniformisantes
s’envoient sur les Frobenius géométriques. Grace a 1, on identifie les caractéres
(lisses) de Q" dans l_?‘; et les caractéres (finis) de G;b dans F; .

LEMME 4.2.1. Soit ¢: G;b — Z, le caractere cyclotomique p-adique et & sa réduction
modulo p. On a (eo1)(p)=1eteo1=w.

Démonstration. Résultat classique du corps de classe local (pour la normalisation
précédente). Voir par exemple le §4 du chapitre 111 de [4]. O

Soit wy: [, = I(Qp) C F, le caractére fonddmentdl de niveau 2 de Serre défini
par m,(g) = (g(pl/(f’2 M)/ D)y sigel, On a cop =1let o' = |, . Pour
s €{0,...,p}, on note ind(w3) I'unique representdtlon irreductible de G, de dlmen-
sion 2 sur F, de déterminant o* et dont la restriction a 7, est w3 & wf’.

LEMME 4.2.2. Soit (r,¥)e€{0,...,p— 1}2 et y,y Q; — 1_7; deux caracteres
(lisses). Alors (ind(w5™)) ® 7 =~ (ind(cog*l)) ® ' si et seulement si (', y') = (r, y) ou
(o 7) = (1) ou (7 ) = (p = 1L = ro70) ou (' ) = (p = 1 = 1,z 00").
Démonstration. On laisse au lecteur le soin de vérifier qu’on a bien des iso-
morphismes pour les valeurs (/, ') données. Il reste a voir qu’il n’y en a pas d’autres.
Soit (r, ') et (1, 1) tels que (ind(wy™) @ 1 =~ (ind(a)’g“)) ®x. Quitte a tensoriser par
%~!, on peut supposer y = 1. On écrit ' = uy@* ou A eF et s e {O ..,p—2}L
Légalité des déterminants entraine ™' = p 200" 1% d’o ui =lie J e{-1,+1}
et on est ramené a 1nd(w’+1) ~ (1nd(w’2+1))®co . Quitte a inverser r et I et a
remplacer s par p—1—s, on peut supposer ¥ > r et, en restreignant a I,
on a it =TT ou @it = TP Le premier cas  donne
pPP—1|r—=r+@+1)s qui force ¥=r et s =0. Le deuxiéme cas donne
=11+ +s)+p—1—(" +r) qui entraine p+1|p—1—( +r) qui
force ¥ +r=p—1. Dou p—1|p—1+4+("—r) qui force s —re{—p+1,0}. Si
S —r=—-p+1l,alorss =0, r=p—1letr=0.Sinons"=retr'=p—1—r. [

Si (7, V) est une représentation lisse de G ou de KZ §ur un F p-espace vectoriel V,
on note (7%, V) la représentation donnée par 7*(g) - v o n("g *1) viveV,geGou
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186 CHRISTOPHE BREUIL

KZ et "g désigne la transposée de g dans G = GL,(Q,)). Rappelons que le dual de
Cartier d’une représentation de G, est son dual usuel tordu par e.

COROLLAIRE 4.2.3 [l existe une (unique) bijection entre les classes d’isomorphisme
de représentations supersingulieres de GL,(Q),) et les classes d’isomorphisme de
représentations irréductibles de Gal(Q,/Q,) de dimension 2 sur F, telle que:

G
indg,a, , .
P29 @ (10 dét) > (ind(0}™)) @ 1
(7
pour tout re€{0,...,p—1} et tout caractére y. De plus, cette bijection envoie

(ind,Gga,,/(T))* sur le dual de cartier de ind(w§+l).

Démonstration. Pour la premicre assertion, il faut vérifier que deux représenta-
tions supersinguliéres dans la liste ci-dessus sont isomorphes si et seulement si les
représentations galoisiennes associées le sont aussi. Cela découle de 4.1.5 et 4.2.2.
Pour la deuxiéme assertion, il est clair d’aprés les définitions que lapplication
fr> (g~ f"g™")) induit un isomorphisme G-équivariant:

(ind%,0,)" — ind$,(6%) ~ (ind%,0,) ® (0" o dét).

On épargne au lecteur la vérification du fait que cet isomorphisme induit par passage
au quotient:

. 4G * . 4G
(deZa,) -~ indy 0, ® (0" o dét)

(1) (1)

qui correspond bien a la représentation (ind(w;" ') ® . O

On peut également définir une correspondance (motivée par les résultats de [3]) qui
inclut les représentations semi-simples de dimension 2 de G,:

DEFINITION 4.2.4. Soit r € {0,...,p— 1}, 2€ F,, x: QX — F, un caractére lisse
et [p — 3 — r] 'unique entier dans {0, ..., p — 2} congrua p — 3 — r modulo p — 1. On
appelle ‘correspondance semi-simple modulo p pour GL,(Q,)’ la correspondance
suivante entre classes d’isomorphisme de représentations semi-simples de
Gal(Qp/Qp) de dimension 2 sur 1_7'1, et certaines classes d’isomorphisme de repré-
sentations lisses semi-simples de GL,(Q,) sur F,:

1) sii=0:

indIG(ZGI

(ind(w§+1)) Q (< (T

(ii) si 4 # 0:
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SS A
! 0 ind%,a, indg 00 5
( 0#;. ,u;l> ®X<—><(Ti2/1)) D <7(;Z_ [;_13) l® ot ®y

ou ‘ss’ signifie ‘semi-simplifiée’.
On a noté y au lieu de y o dét pour alléger I’énoncé. Rappelons que:

ind%,a, indiza[p_3_,]
(T—17) (T—-717h

sont génériquement irréductibles (voir §2.7) et que, vu la normalisation choisie, le
caractere non ramifi¢ u; coteé G, envoie le Frobenius arithmétique sur 27! On
laisse au lecteur le soin de vérifier a partir du Théoréme 2.7.1 (et du corollaire
4.2.3) que I'existence d’un isomorphisme entre representations de GL,(Q,) de cette
liste entraine ’existence d’un isomorphisme entre représentations galoisiennes asso-
ciées et vice-versa. Ceci assure que la correspondance en 4.2.4 est bien définie.

Remarque 4.2.5. On montre dans [3] que les representations de GL,(Q,) un peu
bizarres qui apparaissent dans la Définition 4.2.4, a savoir les représentations:

. KX . G KX
ind{,0, indgz0p, 3 _ 4
~| @ o Qo ,
(T—7) (T—77Y
apparaissent aussi comme réduction modulo p (semi-simplifiée) de représentations
p-adiques simples de GL,(Q,), ce qui est la raison principale pour les introduire.

Ces représentations ont génériquement une interprétation en termes d’induites
paraboliques (cf. [2]):

indgzo,

=) =~ indg(ll;;' ® w'py)
indf,0, 5y .y .
Ty @ =indg (@0 © (o)

ou B désigne le sous-groupe de Borel de G. On note qu’il s’agit précisément des séries
principales dont on ‘aimerait qu’elles soient entrelacées mais qui ne le sont pas en

{=p.

Remarque 4.2.6. Supposons F=F,(7)), @w =1 et considérons la represen-
tation ind,(gzao/(T) :indgzl/(T). Alors, au moins pour p > 2, on peut montrer
que l'image de I’élément X,?:ZMGLI Zlell }v[ggyu L1, 1] est invariante sous

I(1) lorsque n = 3. Cela entraine que (indgzao/(T ))1(1) est de dimension infinie.

Supposons F = Q,, (I'unique extension non ramifice de Q, de degre f) avec f > 1,
@ =p et considérons encore ind%,1/(T). Alors, au moins pour p > 2, on peut
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5 sr1r 0 _ 0 . .
montrer que Iimage de I'élément X' =3" _, > ¢, Alg, 1, 1] est invariante

sous /(1) lorsque n > 2. Cela entraine que (indgzao/(T ) () est encore de dimension

infinie. La raison pour laquelle la récurrence du §3.2 dans ce cas ne donne rien est que
S =0dés que F£F,
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